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The obvious difference in size between the central 
and peripheral octahedra of Fig. 2(b) is borne out by 
their computed metal-oxygen distances. The central 
octahedra have about 2.05 J~, which compares reason- 
ably well with the Mg octahedra in enstatite (2.19 A) 
and protoenstatite (2.12 A). The mean metal-oxygen 
distances in the peripheral octahedra are 1.93 /~, in 
exact agreement with the mean for the A1 octahedra 
of andalusite (Burnham & Buerger, 1961). 

The edges shared between A1 octahedra are 2.43 /~, 
which compares well with 2-47 A, the shared edges 
in andalusite. The edge of the Mg octahedron shared 
with another Mg octahedron (0102) is shortened to 
2.75 ~ ;  the edge shared with the A1 octahedron 
(0~06) is considerably shorter, 2.58 A. This feature is 
expectable because of the larger charge on the A1 ion 
and its smaller radius. 

This investigation was supported by a grant from 
the National Science Foundation. The computations 

were carried out on the IBM 709 at the M.I.T. Com- 
putation Center. 
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R6solution des Structures  Cristall ines:  M6thode des ,~Domaines Interdits(c 

PAR G~RARD VON ELLER 

Laboratoire de Rayons X de I ' IRChA,  12, quai Henri I V ,  Paris I V  e, France 

(Regu le 19 juillet 1961) 

The notion of inequality between structure factors has been extended. This leads to associate a 
Fourier series with each Karle-Hauptman matrix U. The amplitudes and phases of this real positive 
series, 9(x), (where x is the point of the unit cell) are the moduli and arguments of the elements of 
the matrix U -1 to which are attached the cristallographic indices of the corresponding elements of U. 
Wherever 9(x) is greater than 1/nj (n 1 being the relative weight of the j atom), there is no atom of 
the j kind present. 

1. Introduct ion 

L'examen des d6terminants de Karle & Hauptman 
(1950), ou, de fa~on 6quivalente, de l'espace des fac- 
teurs de structure (v. Eller, 1955, 1960, 1961), permet 
d'6liminer les combinaisons de phases a(h) incompa- 
tibles avec une r6partition de densit6 61ectronique 
positive dans la maille cristalline. De la s0rte t0utes 
autres informations, portant par exemple sur la nature 
des atomes, leur nombre ou sur des donn~es de con- 
figuration mol6culaire, qui permettraient d'acc616rer 
consid6rablement l'amorce de la r6solution de la 
structure, restent malheureusement inemploy6es. 

I1 a donc paru int6ressant de rechercher une voie 
qui permette de les utiliser. Elle a 6t6 trouv6e dans 
une 6rude plus approfondie des formes hermitiques de 
Karle & Hauptman ainsi que dans l'interpr6tation de 
leurs transform6es de Fourier dans l'espace cristallin, 
et impose l'optique suivante: 

Pour une in6galit6 insatisfaite (d6terminant de 
Karle & Hauptman n6gatif ou espace des facteurs de 
structure inconstructible), il n'y a aucune place clans 
la maille pour des atomes. 

Pour une in6galit6 'inconfortablement' satisfaite, 
il n'y a pas de place pour des atomes dans certains 
domain~ d~ ~a maitre. 

Ces 'domaines interdits' peuvent ~tre d~termin6s 
pour chaque application de phases aux U(h) de toute 
matrice de Karle & Hauptman. I1 devient alors 
possible d'61iminer celles de ces applications qui sont 
st6riquement incompatibles avec les renseignements 
que l'on poss~de sur la configuration du motif cristallin. 

2. Th~orie  

Soit dans une maille cristalline, sans sym6trie pour 
plus de g6n6ralit6, d6form~e suivant un cube de 
volume un pour simplifier le traitement math6ma- 
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tique, une dis t r ibut ion d"a tomes  ponctuels '  de poids 
positifs n~ tels que 2:n3= 1, atomes dont  sont connus 
le nombre  et la nature,  mais  non les emplacements  xj .  

Soient, dans la m~me maille, des fonctions complexes 
a (x )  et leurs conjugudes 5 (x), ddfinies respec_tivement 
par  leurs ampli tudes  de Fourier  A(h )  et A ( h )  que 
l 'on se rdserve d ' imposer  nulles pour tous les indices 
h que l 'on voudra" 

a (x)  = ~ A (he) exp [ - i2~rhcx]  , (1) 
hc 

5(x)  = 2:  A (hz) exp [i2zeh~x] ; (2) 
alors : h~ 

a ( x ) 5 ( x )  = ]a(x)]2 = ~. . .~ A (hc)A(hz) 
hc hl 

x exp [ - i 2 ~ x ( h c -  h~)] (3) 

(c, l =  1, 2, . . . ,  m, m 6tant  arbitraire).  

Apr~s modula t ion  du contenu de la maille par  
[a(x) I2 et intdgrat ion sur x, on obtient  une grandeur  
positive : 

2 : n ¢ [ a ( x ¢ ) ] 2 = . ~ , . ~ , A ( h c ) U ( h ~ - h c ) A ( h ~ )  >_ 0 ,  (4) 
J he hl 

( U ( h ~ - h c ) ,  ampl i tude  de Fourier  de la structure 
de points, supposde connue, pour les besoins de la 
prdsente ddmonstrat ion,  ran t  en module qu 'en phase). 

Le second membre  de (4), que nous noterons M, 
n ' expr ime  autre chose que les formes hermit iques de 
Kar le  & Haup tman .  Cependant  il n ' ava i t  £ notre 
connaissance pas dt6 relevd que le caract~re positif 
des M pour t o u s l e s  A ( h )  imaginables  est une 
condition suffisante, m a i s  pldonastique, pour as- 
surer le caract~re positif des n~. E n  effet, les formes 
M homothdtiques,  dont  les groupes respectifs d 'A (h) 
ne different  que par  un  facteur constant,  sont dqui- 
valentes et il suffit  de se borner £ celles d 'entre  elles 
qui valent ,  par  exemple, un. Posd en dcriture matri-  
cielle, (4) devient  alors" 

2:  n~ l a (x~) 1 " = AUA+ = 1 , (5) 

off A est une matrice-ligne d 'dldments A c = A ( h c ) ,  
A+ son associde d 'dldments A t = A  (h~), U une matr ice  
hermi t ique  de Kar le  & Ha__uptman d'ordre m et 
d 'dldment  U~c= U ( h ~ -  ho) = Ucz. 

Le rapprochement  des premier  et troisibme membres  
de (5) met  en dvidence qu 'en  aucun cas la(xl) ]~ ne 
doit excdder 1/n¢: en effet, tous les termes sous le signe 
somme dtant  positifs, aucun d 'entre  eux ne doit 
prendre de valeur  supdrieure g un. S'il existe cependant  
des rdgions de la mail le  dans lesquelles une fonction 
l a (x)[  ~ est numdr iquement  plus grande que 1/nl ,  
alors ces rdgions sont ndcessairement  vides d 'a tomes de 
l'esp6ce j e t  d 'a tomes plus lourds. 

Dans  le bu t  de fixer de tels domaines interdi ts  
aussi dtendus que possible, il importe  de connaltre 
pour chaque point  x de la maille la valeur  maximale  
a t te inte  dans  chaque ensemble de fonctions ]a(x)]2 

lides £ la m6me matr ice  U;  mais il n 'es t  pas pour 
au tan t  ndcessaire d ' identif ier  /a fonction qui prend 
cette valeur. Aut rement  dit, il s 'agit  seulement 
d 'dtablir  pour chaque ensemble d ' l a ( x ) [ 2  apparte- 
nan t  b~ une m6me matr ice  U la carte ~(x) ('cddille 
de x ')  de la plus forte valeur  prise duns cet ensemble 
au point  x. 

Deux constatat ions vont  servir £ la rdsolution de 
ce probl&me. 

D 'une  par t  il convient  de remarquer  que les second 
et troisibme membres  de (5) reprdsentent  l 'dquation 
d 'une  sphere ~ m dimensions de rayon un, de eoor- 
donndes Ac et A z, centrde sur l 'origine d 'une  base 
hermit ique  normde qui mesure par  U son tenseur 
fondamental .  

D 'au t re  par t  (3) s'dcrit en notat ion matriciel le:  

]a (x) 12 = A e A  +, (6) 

off e est une matr ice  hermit ique  d 'ordre m e t  d'dld- 
ments  

ezc=exp [ i2~zx(hz-  h,)] =gct • 

Le rapprochement  avec (5) permet  alors de ddfinir 
(6) comme l 'expression ana ly t ique  de la figure obtenue 
en appl iquant  les coordonndes de la sphere (5) ~ une 
base qui admet  e pour tenseur fondamental .  Cette 
figure est en principe un  ellipsoide ~ m dimensions 
dont  les axes ont pour carrds de leurs longueurs les 
inverses des valeurs propres de la matr ice  [3 telle que 

= e - l U .  (7) 

Le plus pet i t  des axes correspondrait  donc ~ la plus 
grande valeur  de 1'ensemble d ' la(x)l  2 considdrd. Mais 
e est singuli~re de rang un et ne saurai t  par  eonsdquent 
6tre inversde. On tourne la difficultd en caleulant  la 
matr ice  ~5 -1 = U - l e  dont  la plus grande valeur  propre 
9(x) fournit  le m a x i m u m  au point  x de l 'ensemble  de 
fonctions [a(x)[ 2 considdrd. D'ai l leurs  routes les autres 
valeurs propres sont nulles, l 'ellipsoide, inf iniment  
apla t i  sur toutes ses dimensions sauf une, se rdduisant  

un  seul diam~tre axial.  
Pour  ealculer 9(x) remarquons  que, ddveloppde 

su ivant  les puissances ddcroissantes de ses valeurs 
propres ~, l 'dquat ion caractdristique d 'une  matr ice  
earrde quelconque y est donnde par:  

~.°tr re'If-- ~1 tr m-1 y + ~.2tr m-e y - • • • 
+ ( - l ) m , ~ m t r m _ m y = O  (8) 

oh t rvy ,  ' t race d 'ordre p de y ' ,  ddsigne la somme 
des mineurs  diagonaux d'ordre p de y ;  on admet  que 
t r o y  = 1. 

Par  ailleurs, le thdorbme de Sylvester  relatif  au 
rang r d ' un  produit  de deux matr ices  de rangs rl et re 
et d 'ordre m, s 'dnon~ant 

rl + re- -m < r < {rl et re} , (9) 

fair conclure sans ambiguitd £ un rang un pour ~-1; 
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toutes les traces d'ordre sup6rieur ~ un sont donc 
nulles, et, dans le cas de ~-~, (8) se ram~ne 

- -  ~ , ~ - ~  ( - -  2. + t r~  -1) = 0 ,  (10) 

d'ofl la racine ~ = t r ~  -~ = 9 (x). 
9(x) n'est done autre chose que la somme des dld- 

ments diagonaux C~ de ~-~. Si l'on d~signe par 

W~c= I W~[ exp [iw~] = [W(h~)[ exp [iw(h~)] (11) 

(avec h~o = h z - h , )  l'616ment de la matrice hermitique 
W =  U -~, on trouve pour les C z~: 

C** = ~ W~e,~ , (12) 
c = 1  

et pour 9(x): 

9(x) = C** --- .~_,~ W~ee¢r . (13) 
l = l  c 1 l 

Comme C(x) est r~elle, on obtient finalement: 

9(x) = ~ [W(h~c)[ cos [2~h~ex-o~(h~e)] . (14) 
hle 

En conclusion, la fonction 9(x) des valeurs maxi- 
males prises par un ensemble d']a(x)l~ est donn6e par 
une s6rie de Fourier r6elle et positive ayant pour 
amplitudes et phases les modules et arguments des 
6l~ments de U -x affect6s des m~mes indices cristallo- 
graphiques que les 616ments correspondants de U. 

3. Le cas  p r a t i q u e  

Le probl~me du paragraphe precedent a ~t~ trait~ 
en supposant connues les phases des facteurs de 
structure, mais sans tenir compte de l'arrangement 
des atomes dans la maille. Or le probl6me pratique se 
prCsente de diff6rentes mani~res. 

Dans tons les cas, cependant, il est utile de re- 
chercher au pr¢alable s'il n'existe pas des matrices U 
qui admettent chacune pour leurs domaines interdits 
relatifs ~ routes les hypotheses de phases acceptables 
une zone commune. Malheureusement il n'a pas encore 
6t6 possible de dgterminer de telles zones de fagon 
syst~matique, et il reste n¢cessaire d'effectuer le calcul 
s6par~ des diff¢rents domaines interdits, ce qui est 
exclu, sans ~quipement de calcul ¢lectronique, pour 
les U d'ordres ¢levCs dont les combinaisons sont trop 
nombreuses. Pour la suit% la technique peut diffgrer: 

(a) On ne sait rien, ni des phases, ni de l'arrangement 
des atomes. I1 convient de proc~der par t&tonnements 
en calculant pour une hypoth6se de phases cohCrente 
les f(x) relatives & un certain nombre de matrices U. 
Si le domaine interdit r6sultant, rdunion logique des 
domaines interdits de chaque 9(x), en vient & couvrir 
la totalit¢ de la maille, l'hypoth~se est fausse et doit 
6tre modifi~e. 

(b) On ne sait rien des phases, mais on connait 
certains ddtails de la structure, par exemple l'existence 
d'un noyau benz~nique. Apr6s formulation d'une 

hypoth6se de phases et d6termination d'un domaine 
interdit glCmentaire ou rgsultant, on v¢rifie si ce 
dernier est stgriquement compatible avec l'hexagone 
benzCnique. Sinon, on modifie l'hypoth~se. 

(c) Bien entendu une connaissance partielle de la 
distribution des phases fournit dans l'espace cristallin 
des domaines interdits qui constituent une solide base 
de dgpart pour la d~termination de la structure. 

4. I n v e r s i o n  des  m a t r i c e s  U 

La m~thode des domaines interdits p%sente sur le 
simple examen des in~gali%s (qu'elle implique d'ail- 
leurs comme condition p%alable, au moins en partie, 
car on ne peut op6rer utilement que sur des matrices 
U v6rifi~es d~finies positives) l'inconv6nient de n6ces- 
siter des calculs num6riques beaucoup plus importants, 
et il est souhaitable de disposer d'une calculatrice 
~lectronique de laboratoire pour op6rer l'inversion 
des U. Cependant, si cette facilit6 fait d~faut, on peut, 
lorsqu'il s'agit d'une structure centrosym6trique, user 
d'une technique 'manuelle' plus rapide que celles 
utilis6es commun~ment, et qui fair appel au r6seau 
de Wulif modifi6 d6j£ employ6 pour l'6tude des 
in~galit~s angulaires (v. Eller, 1961). Le temps de 
calcul requis est alors l~g~rement sup~rieur £ m lois 
celui que n~cessite la condensation d'un espace propre- 
ment euclidien £ m dimensions. La technique de Wulff 
que nous avons finalement adopt6e (valable jusqu'£ 
l'ordre 5*) n'est pas la plus rapide, mais la plus sfire, 
pr6sentant le programme le plus simple. Sans 6voquer 
la d~monstration nous nous bornerons £ indiquer la 
marche £ suivre; elle se d6veloppe en deux temps: 

1) Condensation de l'espace 12345 successivement 
suivant les 5 chemins 12345, 23451, 34512, . . .  (on 
passe d'un tableau To au To du chemin suivant en 
transposant la premiere colonne en derni~re ligne). 
Mais chaque condensation doit se terminer par le 
calcul des trois angles aux sommets du triangle 
sph~rique de fin de chaine, ainsi: 

23,451 --> 234,51, 235,14, 231,45. (15) 

De la sorte la moiti6 des rdsultats est obtenue de 
deux fagons diff~rentes (123,45--231,54, etc.)et  une 
v6rification est assu%e. 

Les angles . . . ,  lc de (15), indices ~crits de fagon 
qu~ l>G, ~ont ~lor~ ~ m b l 6 ~  ~n un t~b l~u  T~ -1) 
suivant l'ordre naturel de l (ligne) et c (colonne): 
ce sont les supplgments des angles que font entre 
eux les vecteurs de base de l'espace (12345) -1. 

2) Les ¢l~ments diagonaux de W =  U -1 sont obtenus 
£ partir des sinus des angles figurant au coin inf6rieur 
gauche des tableaux T~ d'une m~me chaine. Ainsi la 
condensation du tableau To dont la derni~re ligne est 5, 
relatif au chemin 12345, fournira W~5: 

* A l'instant de la correction des 6preuves une technique 
de validit6 g6n6ral vient d'6tre raise au point. Publication 
pr6vue aux Comptes Rendus de l'Academie des Sciences. 
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W55 = [sin (15) sin (1,25) sin (12,35) sin (123,45)] -2. 

(16) 

Les 616ments non diagonaux sont ensuite dolm6s 
par : 

Wl~= -(W~W~o) ½ cos ( . . . ,  lc) . (17) 

5. D@termination des domaines  interdits 

Le calcul par points des valeurs de f(x) est fastidietix 
et peu utile. En effet, il importe surtout de connaltre 
la ligne de niveau £ la cote 1/nj. Le calcul optique est 
alors suffisant. 

Au moyen du photosommateur harmonique nous 
avons r6alis6 deux clich6s pour chaque 9(x), Fun 
repr6sentant la fonction elle-m~me, l 'autre le carr6 de 
[9(x) - 1/n~]. Les lignes de plus faible exposition photo- 
graphique de la seconde bordent les domaines inter- 
dits; la comparaison a v e c l a  premiere permet de 
distinguer les zones n6gatives et positives de 
[9(x)- l /n l ] ,  donc de d6duire de quel c6t6 de ces 
lignes se situent les domaines interdits. 

W =  1/[1 -- Ue(h)] 1 - U(h) (19) 
- U ( h )  1 

d'ofi l'on tire 

9(x)={1/[1-U2(h)]}[2-2V(h)  cos 2xhx] < 6 (20) 

(oh 6 = 1/2n est pris pour seuil des domaines interdits; 
en r4alit6 le seuil est de 1/n = 12; mais, dans le cas 
pr6sent, cette valeur 41ev6e n'aurait pas permis d'illu- 
strer l'ordre deux). 

6. Remarques  

La fonction 9(x) li6e ~ une matrice U ne se superpose 
pas ~ elle-m@me pour les diff6rentes solutions d'un 
groupe de simultan6it6, et il devient n6cessaire de 
distinguer ces solutions les unes des autres. 

L'examen des 9(x) pour U d'ordre 2 met en 6vidence 
qu'il existe des domaines interdits pour tout ]U(h)l 
excddant 1 - 2 n j ,  alors que le ddterminant d'ordre 2 
de Karle & Hauptman est st6rile. 

Nous avons, pour clarffier l'expos6, 6vit6 de pr6- 
ciser qu'il existe pour chaque 9(x) autant de domaines 
interdits que d'esp~ces chimiques d'atomes dans la 
structure, les domaines interdits des atomes lourds 
contenant ceux des atomes plus ldgers. I1 existe 
6galement des domaines interdits off route super- 
position d'atomes est impossible (1/n~ remplac6 par 
1/(nj+nk)), etc. 

Les domaines interdits se pr6tent particuli~rement 
bien h l'application des 6galit6s de Goedkop et 
McGillavry (1951) qui permettent alors d'en transf6rer 
l'information dans l'espace r6ciproque. 

7. Exemples  

La m6thode a 6t6 6prouv6e sur une structure bi- 
dimensionnelle centrosym6trique fictive comprenant 
12 atomes ponctuels r@partis dans une maille carr@e. 
I1 n'est pas question ici de conduire la rdsolution 
int6grale de cette structure, et on se bornera £ une 
illustration limit6e du proc6d6, en supposant connus 
les signes des U(h). 

1) Ordre deux 
Invers6e, la matrice d'ordre deux 

U = 1 U(h) donne (18) 
~(h) 1 

x )* 

Fig. 1. Domaines interdits pour U(66)----+0,684 et N = 1 2  
atomes dans une maille centrosym@trique. 

y 

X > 

Fig. 2. R6union des domaines interdits relatifs h: 
U(66)= +0,684, U(5,10)= +0,682, U(51)= --0,675. 
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La r@solution de (20) par rapport ~ cos 2~hx permet 
d'~tablir des domaines interdits pour 

cos 2~hx < (3 U2(h)- 2)/IU(h)] lorsque U(h) > 0 
cos 2~hx > ( 2 -  3 U2(h))/IU(h)l lorsque U(h) < 0 .  

A la limite (cos 2 ~ h x =  ± 1), on constate qu'il ne 
peut pas y avoir de domaine interdit d'ordre deux 
pour IU(h) l < 2/3. 

Or, dans la structure propos~e, trois U ont un 
module sup@ieur ~ 2/3, savoir: 

U(66) = +0,684,  
U(5.10)-- + 0,682, 
U(51) = - 0 , 6 7 5 .  

II lem" correspond les domaines interdits suivants: 

cos 2g(6x+ 6y) < - 0 , 8 7 5 ,  
cos 2g(5x+ 10y) < - 0 , 8 9 2 ,  
cos2g(5x+ y) > +0,940.  

Le premier domaine est repr6sent~ en Fig. 1, la 
r4union des trois apparait en Fig. 2. 

2) Ordre cinq 
On a construit avec des U(h) une matrice d'ordre 

einq ~ laquelle correspondent les tableaux T' d'indices 
cristallographiques et To d'arccos U(h) suivants: 

® 
46 @ 
49 47 @ 

505 475 6q 5 @ 

475 ~05 57 74 @ 

® 
47 

475 

5O 5 

46 

® 

~5 @ 

® 

6q 5 @ 
5t7 74 @ 

49 50c ) 475 @ 

5~ 74 ® 

49 505 475 @ 

47 475 505 46 @ 

® 
74 

505 475 @ 

@ 
655 @ @ 

~45 ~'5 ~5 ~ ~ 5  ® 
% % - @  ~ - @ ~5® 

® 
~5@ © 
78 735 (~) 
70 72 65 @ 

® 
89 Q 

6q 595 (~) 

56- 5 65 64 @ 

® 
~-® 

47 s 5% 46 @ 5~ 62~ @ 
6"I 5 57 49 47 @ 6-~ 59 565@ 

® 

5-v 49 47 ® 625 ~%® 
74 505 475 6q 5 @ 505 475 66 @ 

7"I 5 675 @ 

® 

6% @ @ 

® 

7q 5 69-@ 

s~ 5 ~o @ @ 
Fig. 3. Inversion de l'espaee eonstruit sur les U(h) d'indiees 66, 14, 15, 51. 
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T , ~  

T o  

66 

] 4  

15 

51 

5.10 

51 

15 

46 ( 2  

49 47 

5-65 475 

475 505 

O~ 
45 44 (5 

6-]5 

57 74 

(Les 616ments de To sont 6valu6s en degr6s; ~ 5  
signifie 180° -50 ,5  °, etc.). 

Conform6ment £ la technique d6crite au § 4, To 
subit,  en vue de l ' inversion de U, cinq condensations 
completees ehacune par  le calcul des trois angles aux  
sommets du dernier tr iangle sph6rique. Le d6tail  des 
calculs, effectuds au moyen  du r6seau de Wulff,  est 
group6 en Fig. 3. 

Rassemblan t  alors les r6sultats en un tableau T(o -1), 
on obtient  : 

8~5 ~.L 
715 695 

60 57 

575 625 

88 (4 

875 605 

Par  ailleurs les cinq condensations de la Fig. 3 
fournissent les 616ments d iagonaux de W" 

W55 = [sin 4--75 sin 71s sin 86 sin 605] -2 = 2,710 

Wn = [sin 46 sin 70 sin 7T5 sin 5--7] -9= = 3,418 
. . .  . . . . .  . . . . .  . .  ° . .  . . . . .  . . . . .  

Les 61~ments non diagonaux sont obtenus d'apr6s 
(17), ainsi:  

W51-- - (2 ,710.  3,418)½ cos 5-75= 1,635, 

et l 'on trouve f ina lement  pour W:  

W= 

En 

+3,418 --0,030 --0,859 . . . . . . . . . . . .  
--0,030 +3,580 . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
--0,859 --0,969 +3,140 . . . . . . . . . . . . .  
+1 ,510 +1,687 --0,084 +2,680 . . . . . .  
+1,635 +1,436 +0,105 +1,325 +2,710 

consid~rant les 616ments de W comme les 

ampli tudes  d 'une  s6rie de Fourier  dont  les indices sont 
fournis par  T',  on obt ient :  

f(x) = 14,528 - 0 , 0 6 0  cos 2 ~ ( 6 x +  6y) 
- 1,718 cos 2 ~ ( x - 4 y )  
- 1,938 cos 2 ~ ( 5 x +  10y) 
+5,892 cos 2 ~ ( x + 5 y )  
+6 ,644 cos 2 ~ ( 5 x + y )  
- 0,168 cos 27~ (9y) 
+0,210 cos 2 ~ ( 4 x + 5 y )  
+ 2,650 cos 2 z  ( 4 x -  4y).  

Du calcul de la s6rie ci-dessus on tire la carte 
f(x) > 12 des domaines interdi ts  (zone hachur6e de la 
Fig. 4) relatifs £ la matr ice  de K a r l e - H a u p t m a n  

Y 
¢ 

Fig. 4. Domaine interdit pour U(66, 14, "15, 51). 

- - ~ X  

correctement signatur6e adme t t an t  00, 66, 14, 15, 51 
comme indices cristal lographiques li6s aux 61~ments 
de sa premiere colonne. 
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